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Chapitre 1
Compléments d’algebre linéaire

Exercice 1 : On considére (n,...,ny) € NP avec n; < --- < n,. On montre
que (fny, ..., [n,) est libre. Soit (A1,...,A,) € RP tel que

Alfnl +"'+)\pfnp :0 = v.%'GR, Alxnlex—i—"—f—Apxnpex:O

& VeeR, Ma™ 4.+ 2" =0.

Par liberté de la famille (x — 2™),en, on en déduit que \y = -+ =
Ainsi, la famille (fy,, ..., fn,), donc la famille (f,)nen est libre.

Ap = 0.

Exercice 2 :

1. Pour calculer I'intégrale, on utilise la formule trigonométrique

cos(x) cos(y) = % (cos(z +y) + cos(xz —y)) .

On a donc

Im,n =

( /0 7 cos((m -+ n)t) + cos((m — n)t)) .

N

Si m # n, on obtient

2
=0.
0

1
Im,n: 5 |:

sin((m + n)t) +

2|1m+n m-—n

sin((m — n)t)}

Si m = n, on obtient

1 2m
I = 5 [m—kn sin((m + n)t) —i—t]o = .
2. On considére (ng,...,np) € NP avec ny < --- < n,. On montre que

(s -
Alfnl—i_‘ ° +>\pfnp — 0 = VCE € R,

-5 Jn,) est libre. Soit (A1,...,\,) € R tel que

A1 cos(nix)+- - -+Xp cos(nyx) = 0.

Si on multiplie par cos(niz) pour un entier k € [1,p], puis qu’on intégre
entre 0 et 27, on obtient la relation

Mgy + -0+ )\plnp:”k =0.

En simplifiant avec la question précédente, on en déduit Ay = 0. Ainsi, la
famille (fn,,..., fn,), donc la famille (f,)nen est libre.

Exercice 3 : On considére (ny,...,n,) € NP avec n; < --- < n,. On montre
que (fny, ..., fn,) est libre. Soit (A1,...,A,) € RP tel que

Mo, ++ )‘pfnp =0 & VeeR, X" +..-4 )\penp:(: = 0.

En divisant par e™*, on obtient
Ve e R, Ao 4oy je-imm)T ) =,

En prenant la limite quand = — +o00, on obtient A, = 0. En itérant la méthode,
on trouve A\; = --- = )\, = 0. Ainsi, la famille (fy,,..., fn,), donc la famille
(fn)nen est libre.

Exercice 4 : On a
H; = Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1)) et Hy = Vect((1,0,0,-1),(0,1,-1,0)).

Ainsi, on a

F &G o Hy = Vect((1,0,0,1),(1,1,1,1),(1,0,1,0), (0,1,0,1) ).

F

La famille .# n’étant pas libre, on en déduit que la somme de F', G et Hy n’est
pas directe. D’autre part, on a

F & G® Hy = Vect((1,0,0,1),(1,1,1,1),(1,0,0, -1), (0,1, 1,0) ).

Ka

La famille .# est une base de R%, donc on en déduit que la somme de F, G et
H est directe.
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Exercice 5 : Soit ¢ € E. On montre I'existence et 'unicité de la décomposition
selon FF+ G+ H.

e Unicité : Supposons que ¢ = f+ g+ h avec (f,g9,h) € FF x G x H.
Alors, comme g est linéaire et h est constante, on a h : = +— ¢(0). De plus,
en dérivant, on obtient g : x — ¢(0) - x. Finalement, on en déduit que
frx—=o—90)—¢(0) 2. Ainsi f,g et h sont uniquement déterminé
par ¢, d’ott 'unicité de la décomposition.

e Existence : On pose

fioa—=p—00)—¢0) -z, g:zw—0)-z, h:x— ¢0).

Onap=f+g+h, feF, geGetheH.
Finalement, on a montré que E=F & G ® H.

Exercice 6 :
1. Une base de H est ((1,-1,0),(1,0,—1)). On a donc

H + D = Vect((1,-1,0),(1,0,-1),(1,0,1)).
Comume la famille ((1, -1,0),(1,0,-1),(1,0, 1)) est une base de R?, on en

déduit que la somme H + D est directe et que R? = H @ D.
2. On a

u(H) = Vect(u(1,-1,0),u(1,0,-1)) = Vect((0,-1,1),(0,0,0)) C H,

eH €H

donc H est stable par u. De méme, on a

u(D) = Vect(u(1,0,1)) = Vect((2,0,2)) C D,
€D

donc D est stable par u.

3. On considére la base de R3

#=((1,-1,0),(1,0,-1), (1,0,1) )

Base de D

Base de H

qui est adaptée a la somme directe R?> = H @ D. On a

1 0
-1 0
0 O

Matg(u) =

N OO

Exercice 7 :

1. On a
H + D = Vect((1,-3,0), (0,1, -1),(3,1,1)).

Comme la famille ((1, -3,0),(0,1,-1),(3,1, 1)) est une base de R3, on en
déduit que la somme H + D est directe et que R = H ® D.

2. On a

u(H) = Vect(u(1,-3,0),u(0,1,-1)) = Vect((—4,7,5),(1,-4,1) ) C H,

c€H €H

donc H est stable par u. De méme, on a

u(D) = Vect(u(3,1,1)) = Vect((9,3,3)) C D,

N——
eD
donc D est stable par w.
3. La matrice de u dans la base % est
-4 1 0
Matg(u)=| =5 —1 0
0 0 3

Exercice 8 :
1. On a
H + D = Vect(1, X% X).

Comme la famille (1, X2, X) est une base de Ry[X], on en déduit que la
somme H + D est directe et que Ro[X] = H & D.
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2. On a
u(H) = Vect(u(1),u(X?)) = Vect(X?2,1) C H,

donc H est stable par u. De méme, on a
u(D) = Vect(u(X)) = Vect(X) C D,
donc D est stable par u.

3. La matrice de v dans la base £ est

Matg(u) =

o = O

10
0 0
0 1

Exercice 9 : Si z € Ker(u), alors u(z) = 0 € Ker(u), donc Ker(u) est stable
par u. Si z € Im(u), alors u(z) € Im(u) par définition de 'image, donc Im(u)
est stable par wu.

Exercice 10 : L’application Tr : ., (R) — R est linéaire. De plus, Tr(I,) =
n # 0, donc Iapplication Tr n’est pas nulle. On en déduit d’apreés le cours, que
H = Ker(Tr) est un hyperplan de .#,(R).

Exercice 11 : Supposons par I’absurde qu’il existe deux telles matrices. Alors

0=Tr(AB) — Tr(BA) = Tr(AB — BA) = Tr(I,) = n,

ce qui n’est pas vrai.

Exercice 12 : Pour p € N*, on a

Exercice 13 : On note % la base canonique de R?. Dans le premier cas, on a
1 1 1
Matg(u) =1 0 1], donc Tr(u)=2.
01 1
Dans le second cas, on a

Matg(u)=1 0 1 —=1], donc Tr(u)=3.
-1 0 1

Exercice 14 : On note ¢ la base canonique de R3[X]. Dans le premier cas,
on a

1 100
01 20
Matg (u) = 00 13l donc  Tr(u) = 4.
0 0 01
Dans le second cas, on a
01 11
00 2 3
Maty (u) = 000 3l donc  Tr(u) =0.
00 0O
Dans le troisiéme cas, on a
1111
0100
Matg(u) = 00 2 ol donc Tr(u)=T7.
0 0 0 3
Exercice 15 :
1. D’aprés le théoréeme du rang, on a dim(Ker(u)) = n — 1. On fixe
une base (vi,...,v,—1) de Ker(u) que l'on compléte en une base B =
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(v1,...,Vn—1,vy) de E par le théoréme de la base incompléte. Par construc-
tion, on a
0 -+ 0 oy
M = Matg(u) = Do
0 -« 0 ap
ou ay,...,q, € K.

2. En effectuant le produit matriciel, on a M? = a,, M. Or Tr(u) = Tr(M) =
ay,. Comme M? est la matrice de u? et M est la matrice de u dans la base
%, on obtient u? = Tr(u)u.

Exercice 16 :

1. Montrer que E = Ker(p) @ Im(p) équivaut & montrer

E =Ker(p) +Im(p) et Ker(p) NIm(p) = {0}.

e Soit z € E. On peut écrire x = (z—p(x))+p(x). Le vecteur p(x) € Im(p)
et

p(z = p(x)) = p(z) - p*(z) = p(z) — p(z) =0,
donc x — p(x) € Ker(p). Ainsi E = Ker(p) + Im(p).
e Soit y € Ker(p) N Im(p). Comme y € Im(p), il existe x € E tel que
y =p(z). On a
y =p(z) =p*(z) =p(y) =0
car y € Ker(p). Ainsi £ = Ker(p) + Im(p). On peut écrire z = (z —
p(z)) + p(z). Le vecteur p(z) € Im(p) et

p(z — p(x)) = p(z) — p*(z) = p(z) — p(z) = 0,

donc = — p(x) € Ker(p). Ainsi Ker(p) NIm(p) = {0}. Finalement, on a
montré que E = Ker(p) @ Im(p).

2. Si (ul, e
alors

,ur) est une base de Ker(p) et (vi,...,v,) une base de Im(p),

B = (U1, .., Uk, V1,y...,0p)

est une base de E. De plus, comme p est un projecteur, on a p(u;) = 0 pour
tout ¢ € [1, k] et p(vj) = v; pour tout j € [1,7]. En notant, la matrice par
bloc, on trouve

M = Matg(p) = <Ok’k Ol”) .

Or,k Ir

3. Le rang de la matrice M est r qui est aussi sa trace. On en déduit que
rang(u) = r = Tr(u).

Exercice 17 :

1. Montrons que S, (R) C 4, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).
e La matrice nulle est symétrique.
e Si M,N € S,(R), alors

(M+ NI =MT"+ Nt =M+ N,

donc M + N € S, (R).
o Si M € S,(R) et X € R, alors

AM)T = AM™T =AM,

donc AM € S, (R).
On a montré que S, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

Montrons que A,(R) C ., (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).
e La matrice nulle est antisymétrique.
e Si M,N € A,(R), alors

(M+N)T=MT"+ Nt =—-M—-N=—(M+N),

donc M + N € A,(R).
o SiM e A,(R) et A € R, alors

AM)T =Mt = -\,

donc AM € A, (R).
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On a montré que A,(R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).
2. Montrer que #,(R) = S,(R) & A,(R) équivaut & montrer
My(R) = S (R)+ A, (R) et Sp(R)N A, (R) = {0}.
e Soit M € #,(R). On pose
S = %(MJr MY et A= %(M - M.

OnaM=S+ A et

ST = %(MTJFM) =S et A= %(MT—M) = —A,
donc S € .7, (R) et A € A,(R). Ainsi 4, (R) (R) + A, (R).

=5,
e Soit M € S,(R)NA,(R). On a M = MT = —M, donc M = 0. Ainsi
Sp(R) N A, (R) = {0}.
Finalement, on a montré que ., (R) = S,(R) @ A,(R).
3. En appliquant la question précédent, on trouve
1 1 1 1 2 11
01 1]-= 3 1 2 1]+
0 0 1 11 2
4. En notant (Ejj)1<i j<n la base canonique de .#,(R), on obtient qu'une base
de S, (R) est composé des E;j + Ej; pour 1 < i < j < n et une base de
A, (R) est composé des E;j — Ej; pour 1 < i < j < n. En comptant le
nombre d’éléments dans ces bases, on trouve

n+1)

dim S, (R) = ™ 5 n{n=1)

et dimA,(R) = 5
Exercice 18 : On raisonne par équivalence.
(AB)' =AB & BY'AT=AB & BA=AB.

Donc AB est symétrique ssi A et B commutent.

Exercice 19 : On a

(MMT)T — (MT)TMT :MMT

et de méme
(MY = MY (MY = MM,

donc MM™T et MM sont symétriques.

Exercice 20 :

1. On a XTX =22 + ... + 22. Or une somme de nombres réels positifs est
nulle si et seulement si chacun des nombres sont nuls. Ainsi,

2

1'1 2:()

. =z, =0.

Ainsi X = 0 si et seulement si XTX = 0.

2. On montre les deux inclusions.
e Si X € Ker(M), alors

MTMX =M"0 =0,

donc X € Ker(MTM). Ainsi Ker(M) C Ker(M™TM).
e Réciproquement, si X € Ker(MTM), notons Y = MX. On a

YTy = x"MT"MX = XTo=0.
D’aprés la premiére question, on en déduit que ¥ = MX = 0, donc

X € Ker(M). Ainsi Ker(MTM) C Ker(M).
Finalement, Ker(MTM) = Ker(M).
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